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Расчетно-графические задания 

Задача №1 
Вычислить двойной интеграл по указанной области Ω . 

Таблица №1 
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Образец решения задачи №1 

Проведем вычисления для следующего интеграла 

∫ ∫
Ω

dxdyex xy2  { }xyyxyx 2;2;0:),( ≥≤≥=Ω . 
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Применим формулу повторного интегрирования: внутренний 
интеграл по переменной y , внешний по x . 

.
2

1

2

1

4424

1

42
)(

222
1

0

2
221

0

22

2

2

1

0

2
2

2

1

0

22

22

=+−−=







−−=−=

===

∫

∫∫∫∫∫
Ω

eee
e

e
x

e
dxeex

x

e
dxxdyedxxdxdyex

x
xx

xx

x

xy

x

xyxy

 

 
Задача №2 

Вычислить объём, указанной области Ω  с помощью двойного 
интеграла переходя к полярным координатам. 

Таблица №2 
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Образец решения задачи №2 

Найдём объём области Ω , которая задаётся следующей 
системой неравенств: 

22
22 32

0;31;0;0:
yx

yx
zyxyx

+
+≤≤≤+≤≥≥Ω . 

Введём полярные координаты ϕρϕρ sin;cos ⋅=⋅= yx . 
Требуется вычислить двойной интеграл по проекции Ω  на 
плоскость OXY , переходом к полярным координатам. 
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Задача №3 

Вычислить массу тела Ω  с заданной плотностью ρ  с 
помощью тройного интеграла.  Таблица №3 
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Образец решения задачи №3 
 

Найдём массу тела Ω : xyzxyyx 30;2;0;1 ≤≤≤≥≤ , если 

плотность 222 2zyx ++=ρ . 
Согласно физическому смыслу тройного интеграла масса тела 
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Задача №4 

Вычислить криволинейный интеграл для заданного векторного 
поля A

r
 вдоль замкнутой ломаной с вершинами 321 ,, PPP . 

Вычислить этот же интеграл с помощью формулы Грина. 
Таблица №4 
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Образец решения задачи №4 
Пусть векторное поле A

r
 заданно в виде 

)343,52( +−+= yxyxA
r

. 
Замкнутая ломаная задана своими вершинами 

)3,3();1,1();1,1( 321 −−− PPP . 
Прежде всего, напомним формулу Грина 

.2)53()(

)343()52(

321321321

321 321

∫∫∫∫∫∫

∫ ∫

∆∆∆
−=−=−=

=+−++=

PPPPPPPPP
yx

PPP PPP

dxdydxdydxdyPQ

dyyxdxyxdsA
r

 

Последний интеграл по геометрическому смыслу двойного 
интеграла численно равен площади треугольника с вершинами 

321 PPP . 
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Таким образом ∫∫
∆

−=−
321

122
PPP

dxdy . 

Для вычисления криволинейного интеграла произведём 
параметризацию отрезков :,, 133221 PPPPPP  

10;43;23:
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10;21;21:

13

32

21
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ttytxPP
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Далее используя аддитивность криволинейного интеграла, 
получаем: 
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∫ ∫ ∫
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∫ ∫ ∫
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Складывая полученные значения находим: 

∫ −=+−=
321

1230486
PPP

sdA
rr

. 
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Задача №5 
Вычислить криволинейный интеграл по кривой Г  от точки 

M  доN  от заданного векторного поля A
r

. 
Таблица №5 

1 
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2

22

NМхуГ

хуухA

=−

−−=
r

 
16 

)0,2();0,2(

0;4:

)2,(
22

−
≥=+

+=

NM

yyxГ

xyxA
r

 

2 

)4,1();4,1(;04:

)2,2(
3

22

NМхуГ

хуухA

−−=−

++=
r

 

17 

)1,1();0,0(;0:

),(
2 NMxyГ

yxyxA

=−

−+=
r

 
3 

)1,1();1,1(;:

);,( 2223

NМхуГ

ухухA

−=
−+=

r

 
18 

)0,3();0,3(

;0;9:

),2(
22

2

−
≥=+

+−=

NM

yyxГ

xxyxyA
r

 

4 

)0,1();0,1(;1:

),(
22 −=+

−=

NМухГ

хуA
r

 
19 

)2,1();0,0(;2:

),(
2

2

−−=

−−=

NMxyГ

yyxyA
r

 
5 

)0,2();0,2(;4:

)1,(
22 −=+

−=

NМухГ

ухA
r

 

20 

)2,1();0,0(;02:

),(
2

2

NMxyГ

xyxyA

=−

−=
r

 

6 

)2,4();0,0(;:

)
2

,(
2

NМхyГ

х
xxyA

=

−=
r

 

21 

)3,0();0,1(

;0,0;1
9

:

),(
2

2

NM

yx
y

xГ

yxA

≥≥=+

−=
r

 
7 
 

)0,3();0,3(;9:

)2,(
22

2

−=+

+−=

NМухГ

ххуууA
r

 

22 

)0,3();0,3(

;0;1
49

:

),(
22

2222

−

≥=+

+−=

NM

y
yx

Г

yxyxA
r

 

8 

)3,0();0,3(;9:

),(
22

22

NМухГ

хуA

=+

−=
r

 

23 

)0,0()0,(

;0sin:

)0,(

NM

xyГ

xyA

π
=−

=
r
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9 

)4,0();0,4(;16:

),(
22

2222

NМухГ

ухуухухA

=+

+−++=
r

 

24 

)1,1()0,0(;0:

),)((
3

222

NMxyГ

yxyxA

=−

−−+=
r

 
10 

0;0

)1,0();0,1(;1:

)2,(
22

≥≥
=+

=

yx

NМухГ

ухуА
r

 

25 

0,0

)1,0();0,1(;1:

),(
22

222

≥≥
=+

+=

yx

NMyxГ

yyxA
r

 

11 

0

)2,0();0,2(;4:

)32,(
22

2

≥
−=+

+−=

y

NМухГ

yxуyуА
r

 

26 

0);0,3();0,3(

;1
169

:

),(
22

≤−

=+

−=

yNM

yx
Г

yxA
r

 

12 

0);3,0();0,2(

;1
94

:

)3,2(
22

2222

≥−

=+

+−=

yNM

yx
Г

yxyxA
r

 

27 

)0,0();2,1(

;016:

)2/,(
4

22

NM

xyГ

yxyA

=−

−=
r

 

13 

)1,1();0,0(;0:

),(
2

22

NMxyГ

yxyxA

=−

−+=
r

 
28 

)2,1();2,1(;4:

)1,1(
2

33

−=

−+=

NMxyГ

yxA
r

 
14 

)1,1();0,0(;0:

)3,(
3 NMxyГ

xxyA

=−

=
r

 
29 

)8,1();0,0(;8:

),(
3

2

NMxyГ

xyxyA

=

−+=
r

 
15 

)16,2();1,1(;0:

)3,2(
4

2

NMxyГ

yxyxxA

=−

+−=
r

 
30 

0

)1,0();0,1(;1:

),(
22

≥
=+

−=

y

NМухГ

уxхуА
r
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Образец решения задачи №5 
Пусть векторное поле A

r
 имеет вид: 

)1,)(( 222 −+−= yxyxA
r

. 

Вычислим криволинейный интеграл вдоль кривой Г : 422 =+ yx  
от точки )0,2(M  до точки )2,0(N . В данном случае удобно 
представить Г  в параметрической форме 







≤≤=

=

20,sin2

cos2
: πtty

tx
Г  

В таком случае криволинейный интеграл по Г  сведётся к 
определенному интегралу 

[ ] [ ]

3

10
2

3

16

3

sin
162)(sinsin162

sincos1686sin2sin8cos8sin6

)sin2sin(sin8cos6cos23)sin2()sin2cos2(

)1()(

2/

0

2/

0

3
2

2/

0

2/

0

22/

0

2/

0

2/

0

2

222

=−=+−=+−=

=+−=++=

=−−=⋅+−−=

=−++−=⋅

∫

∫ ∫

∫∫

∫ ∫

π π

π π
π

ππ

t
ttd

tdtttdtttt

ttttdttttt

dyyxdxyxsdA
MN MN

rr
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Задача №6 

Вычислить все значения величины A. 
Таблица №6 

1 
3

2

3

2

1

2

3

2

1
iiA +−+−=  

16 
5 )1(

2

5
25 iiA ++−=  

2 31 iA +=  17 7 936 −++= iA  
3 

5

2

1
i

i
A ++=  

18 9 25510 −++= iA  

4 
3

2

1 i
iA

++=  
19 

5 3 1
2

3

2

1 −++= iA  

5 
5

2

3

2

1

2

1

2

3
iiA +++−=  

20 
3 4 1

2

2

2

2 −++= iA  

6 
4

2

2

2

2 +−= iiA  
21 

5 1
2

3

2

1 −++−= iA  

7 
5 3

2

1
i

i
A −++=  

22 
3

2

1

2

1 ii
A

+−−+=  

8 
5

2

1

12

1 ii
A

−−−+=  
23 

7

2

1

2

1 ii
A

−−+=  

9 4 162 −+−= iA  24 3 93 −+−= iA  
10 

10

1

1

i

i
A

−
+=  

25 
7

31

31

i

i
A

−
+=  

11 
5

31

3

i

i
A

+
+−=  

26 
6

1
1

i

i
A

−
−−=  

12 10 10010 −+=A  27 9 819 −−=A  
13 12 14412 −−−=A  28 11 12111 −+= iA  
14 7 497 −−−=A  29 10 2)1( iiiA +−=  
15 

7 2
1

i
i

i
A −++=  

30 5 32)1( iiiA ++=  
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Образец решения задачи №6 
 

Найдём все значения выражения 7 3

27

1
3

2

3

2

1 ⋅−+= iA . 

Прежде всего, вычислим 3

27
1

. Все три значения содержатся в 

формуле 

3

2

3

3

1

27

1
k

i
e

π

= , )2,1,0( =k . 

Кроме того, очевидно, что 

3

2
3

2
1

π
i

ei =+ . 

Таким образом, получаем 

3

2

33

27

1
3

2

3

2

1
k

ii
eei

ππ

−=⋅−+ , )2,1,0( =k . 

При 0=k : 








 +
==+−=−+=−= 7

2

21

2
7

3

2

77
7

3

2

3

2

1
1

2

3

2

1
1

n
iii

eeiieA
ππππ

, 

)6,...,2,1,0( =n . 
При 1=k : 

7

2
77

7
3

2

3 1
2

3

2

1

2

3

2

1
p

iii
eiieeA

πππ

==−++=−= , 

)6,...,2,1,0( =p . 
При 2=k : 








 +
=+++=−= 7

2

2177
7

3

4

3 2
2

3

2

1

2

3

2

1
k

iii
eiieeA

ππππ

, 

)6,...,2,1,0( =k . 
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Задача №7 
Найти модуль и аргумент производной от заданной функции 

)(zf . 
Таблица №7 

1 )12)22(ln()( 2 −++−= izizzf  16 

52
)(

+
+=

z

iz
zf  

2 )23()( += zarctgzf  17 )1)2(ln()( 2 +++−= izizzf
 

3 )15()( −= − zezf z  18 )8/()( 3zarctgzf =  
4 )1ln()( 2 += zzf  19 )()( 2 izezf z +=  
5 )2/()( 2zarctgzf =  20 )212ln()( 2 izzzf −+−=  

6 )2()( izezf z +=  21 )3()( izarctgzf −=  

7 

3

2
)(

+
−=

z

iz
zf  

22 

1312

643)( 234

+−
−++=

z

zzzzf  

8 )12()( −= zarctgzf  23 

1712

643)( 234

+−
−−+=

iz

zizzzf  

9 )7()( 3 zezf z −=  24 

112

643)( 234

++
+++=

iz

zizzzf  

10 )42ln()( 2 +++= izzzf  25 1313)( 13 +−= zzzf  
11 








−+= −

2
sin)(

i
ezzf iz  

26 zezf z 13)( +=  

12 izezzf −







+=
2

1
cos)(  

27 )2ln()( 2 += zzf  

13 

zi

z
zf

3

52
)(

+
+=  

28 )57()( zarctgzf +=  

14 )3()( ziarctgzf −=  29 

iz

z
zf

+
−=

2

51
)(  

15 )3)31(ln()( 2 izizzf ++−=  30 1313)( 13 −+= zzzf  
 

Образец решения задачи №7 
Пусть )22ln()( 2 +−= zzzf . Производную от этой функции 

вычисляем по обычным правилам: 

22

22
)(

2 +−
−=′
zz

z
zf . 
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Разложим на линейные множители знаменатель этой дроби. 
Для этого найдём корни уравнения: 

0222 ==− zz , 

i
i

z ±=±=−+= 1
2

22

2

842
. 

Таким образом, получаем: 

)1)(1(

1
2)(

iziz

z
zf

+−−−
−=′ . 

Находим модуль )(zf ′ : 

2222

22

)1()1()1()1(

)1(
2

11

1
2)(

++−⋅−+−
+−

=
+−⋅−−

−
=′

yxyx

yx

iziz

z
zf . 

Для определения )(arg zf ′  найдём аргументы каждого линейного 
множителя в )(zf ′ : 









−

=−=
1

)1arg(1 x

y
Arctgzϕ , 









−
−=−−=

1

1
)1arg(2 x

y
Arctgizϕ , 









−
+=+−=

1

1
)1arg(3 x

y
Arctgizϕ . 

Следовательно, аргумент производной )(zf ′  равен: 

321)(arg ϕϕϕ −−=′ zf . 
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Задача №8 
Вычислить несобственный интеграл. 

Таблица №8 
1 

∫
+∞

∞− + 61 x

dx
 

16 
∫

+∞

∞− ++ )1)(9( 22 xx

dx
 

2 
∫

+∞

∞− +
+

41

)32(

x

dxx
 

17 
∫
∞+

∞− +
++

dx
x

xx
6

3

4

31113
 

3 
∫
∞+

∞− +
++

dx
x

xx
6

3

1

13
 

18 
∫

+∞

∞− +−+− 8862 234 xxxx

dx
 

4 
∫

+∞

∞− +−+− 2232 234 xxxx

dx
 

19 
∫

+∞

∞− +
−

dx
x

x
44

)5(
 

5 
∫
∞+

∞− +
−−

dx
x

xx
6

3

8

325
 

20 
∫
∞+

∞− +
+

dx
x

x

4

1
6

3

 

6 
∫

+∞

∞− +
+

dx
x

x
416

57
 

21 
∫

+∞

∞− +
+

dx
x

x
22 )1(

75
 

7 
∫

+∞

∞− +
+

dx
x

x
22 )4(

12
 

22 
∫

+∞

∞− ++
−

dx
xx

x

1112

3
24

 

8 
∫

+∞

∞− + 32)1( x

dx
 

23 
∫
∞+

∞− +
+−

dx
x

xx

1

5
6

3

 

9 
∫

+∞

∞− +−+− 106116 234 xxxx

dx
 

24 
∫

+∞

∞− ++
+

dx
xx

x

127

32
24

 

10 
∫

+∞

∞− +
+

dx
x

x
416

18
 

25 
∫

+∞

∞− ++ 34 24 xx

dx
 

11 
∫

+∞

∞− +++
−

dx
xxx

x

)1)(1(

)1(
22

 
26 

∫
+∞

∞− +−+
+

dx
xxx

x

)1)(1(

)1(
22

 

12 
∫

+∞

∞− ++ 45 24 xx

dx
 

27 
∫

+∞

∞− + 32)9( x

dx
 

13 
∫

+∞

∞− ++
+

dx
xx

x

158

)3(
24

 
28 

∫
+∞

∞− +−+− 5464 234 xxxx

dx  

14 
∫

+∞

∞− +
+

dx
x

x
41

25
 

29 
∫

+∞

∞− +
−

dx
x

x

4

73
4
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15 
∫

+∞

∞− +
+

dx
x

x
68

3
 

30 
∫

+∞

∞− + 664 x

dx
 

 
Образец решения задачи №8 

Найдём значение несобственного интеграла ∫
∞+

∞− +
++

dx
x

xx
32

3

)1(

12
. 

Прежде всего, очевидно, что этот интеграл сходится (в качестве 

функции сравнения можно взять 
21

1
)(

x
xf

+
= ). Представим этот 

интеграл в виде суммы интегралов 

∫ ∫ ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞− +
+

+
+

+
=

+
++

323232

3

32

3

)1()1()1(

2

)1(

12

x

dx
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

xx
. 

Первые два интеграла обратятся в ноль, поскольку 
подынтегральные функции нечётны. Поэтому достаточно найти 

значение интеграла ∫
+∞

∞− + 32)1( x

dx
. Этот интеграл вычислим с 

помощью вычетов 

∫ ∫
+∞

∞− ∞→ +
=

+
RCR z

dz

x

dx
3232 )1()1(

lim . 

В последнем интеграле контур RC  состоит из отрезка ],[ RR−  и 
полуокружности радиуса R  в верхней полуплоскости z . Функция 

32)1(

1
)(

z
zF

+
=  имеет полюсы iz ±= . Найдём вычет в полюсе 

iz = . 

( )

.
16

3

)2(

6

)(

12

2

1

1

2

1
)()(

2

1
)(Вычет 

55

3

2

2
3

2

2

i
iiz

izdz

d
zFiz

dz

d
zF

iz

iziz
iz

−==
+

=

=







+

==−=

=

==
=

 

По теореме о вычетах искомый интеграл равен 

∫
+∞

∞−
=







−=
+

.
8

3

16

3
2

)1( 32
ππ ii

x

dx
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Задача №9 
Найти общее решение дифференциального уравнения с 

разделяющимися переменными. 
Таблица №9 

1 

0)1(

))(1(
2

2

=+−

−−+

dyy

dyedxey yx

 
16 

dxxydyyx

ydyxdx
22 32

26

−=

=−
 

2 

0sec)1(

2
2 =++

+

ydye

dxtgye
x

x

 
17 dxxydyyxydyxdx 22 −=−  

3 

0)(

)(
2

2

=−+

++

dxyyx

dyxxy
 

18 

0)(4

5
2

2

=++

++

dyyyx

dxy
 

4 
0

cos

sin =+′
yy

xx
y  

19 

dxxyydyx

ydyxdx
22 53

320

−=

=−
 

5 013 22 =′⋅⋅−++ yyxy  20 0222 22 =−++ yxxyx  
6 

02

)(3
2

2

=++

++

dxy

dyyyx
 

21 ydyxydydxy 223 =−+  

7 04 22 =++′⋅− xxyyx  22 xx yeye =′+ )1(  

8 
01

1

1
2

2

=+
−
−⋅⋅′

y

x
yy  

23 0)3()ln1( 2 =′⋅+++⋅ yxyy

9 011 22 =+⋅⋅′++ xyyyx  24 0ln =′⋅+⋅ yxyy  

10 xx eyye =′⋅⋅+ )1(  25 0)ln1( =′⋅++⋅ yxyy  

11 

0)(

)(
2

2

=−+

++

dyxxy

dxyyx
 

26 0)(45 22 =+++ dxxxydyx

12 0)1( =−+ dxxedye yy  27 xdxyxdxdyx 223 =−+  
13 0ln)1( =+⋅⋅+ ydydxxxy  28 011 22 =−+⋅− dxyydyx  
14 0)(4 22 =++− dyyyxdxy  29 dyyxdxxyxdxydy 22 −=−  

15 

dyyxdxxy

xdxydy
22 32

26

−=

=−
 

 

30 

02

)22(
2

2

=−+

++

dxy

dyyxy
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Образец решения задачи №9 
Найдём общее решение дифференциального уравнения: 

0)1(ln 2 =++ dyxydxy  

Прежде всего, разделим переменные 

0
ln1 2

=+
+ yy

dy

x

dx
 

После интегрирования находим общий интеграл. 

Сyarctgx =+ lnln  

Непосредственно убеждаемся, что 1=y  является решением нашего 

уравнения. Это особое решение, оно не входит в состав общего 

решения ни при каком значении постоянной C . 
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Задача №10 
Найти общий интеграл однородного дифференциального 

уравнения. 
Таблица №10 

1 

222

2 )(

yxyyxx

yxyx

++−=

=′+
 

16 
483

2

2

++=′
x

y

x

y
y  

2 0)( =+− ydxdyxxy  17 
22

23

2

23

xy

yxy
yx

+
+=′  

3 0)( 22 =−++ xdydxyxy  18 
22

23

42

83

xy

yxy
yx

+
+=′  

4 
662

2

++=′
x

y

x

y
y  

19 

xy

yx
y

2
32

−
+=′  

5 
882

2

2

++=′
y

x

x

y
y  

20 0)( =+− xdydxyx  

6 
10103

2

2

++=′
x

y

x

y
y  

21 
12

8
2

2

++=′
x

y
y

x
y  

7 yyxyx ++=′ 22  22 yyxyx ++=′ 223  
8 

22

23

72

143

xy

yxy
yx

+
+=′  

23 yyxyx ++=′ 2224  

9 

yx

yx
y

−
+=′

2
2

 
24 

yx

yx
y

−
+=′  

10 







=′
x

y
yyx ln  

25 ( )xyxyy /sin/ +=′  

11 

222

2 )(

xyxxyy

yxyy

++−=

=′+
 

26 0)( =+− ydxdyxy  

12 0)( =+− xdydxyxy  27 

xy

yx
y

−
+=′

2
2

 

13 0)( 22 =−++ ydxdyyxx  28 ( )yxxyy /ln=′  

14 xyxyy ++=′ 22  29 ( )yxxyy /cos/ 2+=′  

15 
22

23

72

143

yx

xyx
yy

+
+=′  

30 xyexyy // +=′  
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Образец решения задачи №10 
Найдём общий интеграл однородного уравнения: 

)/cos( xyxyyx ⋅−=′ . 
Сделаем замену xyz /= . После этого получим уравнение 
относительно функции z . 

zzzxz cos−=′+ . 
Это уравнение с разделяющимися переменными. 

x

dx

z

dz −=
cos

 

После интегрирования получаем: 

∫ =+ Cx
z

dz
ln

cos
. 

Вычислим интеграл, входящий в последнюю формулу: 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 







−
+=

+
+

−
=

−
=

−
=

z

z

z

zd

z

zd

z

zd

z

zdz

z

dz

sin1

sin1
ln

2

1

sin1

)(sin

2

1

sin1

)(sin

2

1

sin1

)(sin

sin1

cos

cos 22

Таким образом, получаем общее решение 

Cx
z

z =+
−
+

ln
sin1

sin1
ln . 

Возвращаемся к старой переменной y  и окончательно находим 
общий интеграл исходного уравнения: 

C
xy

xy
x =

−
+⋅

)/sin(1
)/sin(1

. 

Если 1)/sin( =xy , т.е. xny )22/( ππ += , то подстановкой в 
исходное уравнение убеждаемся, что эти функции являются 
решением. Итак, данное уравнение имеет бесконечно много особых 
решений. 

Ζ∈+= nx
n

y ,
2

14 π . 
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Задача №11 
Решить задачу Коши для линейного уравнения 1-го порядка. 

Таблица №11 
1 0)0(;2

2

==+′ − yxexyy x  16 0)0(;sin2 ==+′ yxxxyy  

2 0)0(;2 3 ==+′ yeyy x  17 1)0(;2sincos −==−′ yxxyy  

3 1)4/(;1 ==⋅+′ πyytgxy  18 
0)1(;

ln =−=−′ y
x

x

x

y
y  

4 
0)0(;

cos

1 ==⋅+′ y
x

ytgxy  19 
0)0(;)1(

1

2 3 =+=
+

−′ yx
x

y
y  

5 4/1)0(;2 =−+=′ yxeyy x  20 0)0(;44 3 =−=−′ yxxyy  
6 

0)1(;1ln2 =+=+′ yx
x

y
y  

21 ( ) 12/;sin ==−′ πyxx
x

y
y  

7 0)0(;)1(
1

2 2 =++
+

=′ yxe
x

y
y x  22 

0)1(;
ln

2 =−=−′ y
x

x

x

y
y  

8 ππ /1)(;sin ==+′ yx
x

y
y  

23 
1)1(;

23
3

==+′ y
xx

y
y  

9 
1)1(;3 ==+′ yx

x

y
y  

24 
0)3(;3 2 ==−′ yx

x

y
y  

10 3)0(;3 =−=+′ yxxyy  25 0)3(;2
2

2 =−+=
+

−′ yxx
x

y
y  

11 1)0(;13 2 =−++=′ yxeyy x  26 
0)1(;

2
==+′− y

x

x

y
y  

12 1)4/(;7 ==⋅+′ πyyctgxy  27 1)1(;23 22 =−=−′ yxxyyx  
13 0)0(;35

2

==+′ − yxeyy x  28 0)1(;752 22 ==+′ yxxyyx  

14 0)0(;2sinsin ==⋅+′ yxxyy  29 0)1(;ln =⋅=+′ yxxyyx  
15 0)0(;3 2 =+−=+′ yxxxyy  30 

0)0(;)1(
5

3 3 =+=
+

−′ yx
x

y
y  

 
Образец решения задачи №11 

Найдём решение задачи Коши: 

0)0(,12
2

2 =++=
+

+′ yxe
x

y
y x . 

Решение линейных уравнений проводят в два этапа. Сначала 
находят общее решение однородного уравнения 
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0
2

=
+

+′
x

y
y . 

Это уравнение – с разделяющимися переменными. Разделяя 
переменные и интегрируя находим: 

2+
−=

x

dx

y

dy
, 

Cxy ln2lnln =++ , 

2+
=

x

C
y . 

На втором этапе ищут частное решение неоднородного уравнения. 
Для этой цели служит метод вариации постоянной C . 
Сущность метода состоит в следующем. Будем искать частное 
решение в виде: 

,
2
)(

+
=

x

xC
y где )(xC  – неизвестная функция. 

Осуществляя постановку предполагаемого решения в исходное 
уравнения находим: 

12
)2()2(2

2
22 ++=

+
+

+
−

+
′

xe
x

C

x

C

x

C x , 

)2)(12()2(2 ++++=′ xxxeC x , 








 −++






 +=⋅+−+++

+−+=++++= ∫ ∫

3

1

3

4

2

)2(

2

3

2
2

6

)2(
)12(

2

)2(

4
)2(

2
)2)(12()2()(

2232

22
2

x
x

x
ex

x
x

e
x

e
dxxxdxxexC

x

xx
x

. 

Таким образом, частное решение исходного уравнения найдено: 

)14)(2(
6
1

2
32

22
)( 2

−++







+
+⋅=

+
= xx

x

xe

x

xC
y

x

. 

Общее решение линейного уравнения есть сумма общего решения 
однородного уравнения и частного решения неоднородного, т.е. 

)14)(2(
6
1

2
32

22

2

−++







+
+⋅+

+
= xx

x

xe

x

C
y

x

. 

Из начального условия 0)0( =y  определяем постоянную C : 

6
5

,
3
1

4
3

2
0 −=−+= С

C
. 

Решение задачи Коши найдено: 
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)14)(2(
6
1

2
32

22
1

6
5 2

−++







+
+⋅+

+
⋅−= xx

x

xe

x
y

x

. 

 
Задача №12 

Проинтегрировать уравнение в полных дифференциалах 
Таблица №12 

1 ( ) ( )25 2 3 0x y dx xy y dy+ + − =  

2 ( )
3

2 2 22 2 1 2 1 0
3

x
x xy x y x dx y x dy

 
+ + + − + + + + = 

 
 

3 ( )
2 cos

sin sin 0
2

x x y
e x y dx y dy

 
+ + + = 

 
 

4 ( )
2

ln sin ln 0
2

yx
x x y dx y e dy

 
− + − = 

 
 

5 ( ) ( )2 2 3 21 2 2 0x x y y dx y y x xy dy+ − − + + + + − =  

6 ( )
2 sin

sin cos cos 0
2

x y
x x y dx y dy

 
+ + − = 

 
 

7 ( ) ( )2 ln 1 ln 0xy e y y dx x y dy+ − + − =  

8 ( ) ( )2 sin 2 0x xy e y x dx ye x dy+ − + + =  

9 ( ) ( )( )2 2 5 2 2 ln cos 3 0ytgy y y dx xy x x dy+ + − + + − + =  

10 ( ) ( )2sin 2 cos 0y x xy y dx x x x dy+ − + − − =  

11 ( )
2

2 2cos 1 sin 1 0
2

y
y x x dx x y y xy dy

 
− − + + + + + − + = 
 

 

12 ( ) 2
0

cos

x
tgy ctgx dx tgy dy

y

 + + + = 
 

 



 26

13 ( ) ( )ln ln 0x ye x dx xe y dy+ + + =  

14 ( ) 2
arcsin arcsin 0

1

x
arctgy x dx y dy

y

 + + + = + 
 

15 
2 2 3

ln 0
2 3

yx y x y
x dx e dy

   
+ + + =   

   
 

16 ( )2
ln 0

1
yy

x x dx arctgx ye dy
x

 − + + = + 
 

17 ( )2
arcsin 0

1

y
arctgx dx arctgx y dy

x
 + + + = + 

 

18 ( ) ( )ln ln 0x xye x dx e y dy+ + + =  

19 ( )2
0

cos

y
tgx dx tgx ctgy dy

x
 + + + = 
 

 

20 ( )
2

2 2sin 1 cos 0
2

x
y x x xy dx y y x dy

 
+ − + + + − − = 

 
 

21 
2 2 3

sin cos 0
2 3

x y x y
x dx y dy

   
− + + =   

   
 

22 ( ) ( )2 cos sin 2 0y y y dx x y xy x dy− − + + − =  

23 ( )( ) ( )22 2 ln cos 2 5 0xy y y dx xtgy x x dy+ − + + + − =  

24 ( ) ( )22 sin 0y yxe y dx x e x y dy+ + + − =  

25 ( ) ( )ln 2 ln 0yy y x dx x e x x dy− + + − =  

26 ( )
2

cos sin sin cos 0
2

y
x x dx y y x dy

 
− + + = 

 
 

27 ( ) ( )3 2 2 22 2 1 0x x y xy dx y y x x dy+ + − + + − − − =  
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28 ( )
2

ln ln 0
2

x xy
x e dx y ye dy

 
− + − = 

 
 

29 ( )
2

sin cos sin 0
2

yy
x x dx e y x dy

 
+ + + = 

 
 

30 ( ) ( )sin cos 0x y dx x y dy+ + − =  

 

Образец решения задачи № 12 

 

 Рассмотрим уравнение, записанное в дифференциальной 

форме 

( ) ( )2 sin 2 2 cos 2 0x yy x y e dx y x x e dy− + + − − + = . 

 В этом уравнении ( ) 2, sin 2 xP x y y x y e= − + , 2 sin 2
P

y x
y

∂ = −
∂

, 

( ), 2 cos 2 yQ x y y x x e= − − + , 2 sin 2
Q

y x
x

∂ = −
∂

. Поскольку 
P Q

y x

∂ ∂=
∂ ∂

, левая 

часть заданного уравнения есть полный дифференциал некоторой 

функции ( ),U x y : U
P

x

∂ =
∂

, 
U

Q
y

∂ =
∂

. Определим эту функцию. Из 

равенства U
P

x

∂ =
∂

 следует, что 

( ) ( ) ( ) ( )2 2sin 2 cos 2x xU Pdx f y y x y e dx f y y x xy e f y= + = − + + = − − + +∫ ∫ . 

 Чтобы определить неизвестную функцию ( )f y  воспользуемся 

другим равенством 
U

Q
y

∂ =
∂

 и получаем 

2 cos 2 2 cos 2 yU df
y x x y x x e

y dy

∂ = − − + = − − +
∂

. 

 Отсюда 
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( )y ydf
e f y e

dy
= ⇒ = . 

 Таким образом, получаем общее решение исходного 

уравнения в виде ( ),U x y C= , то есть  

2 cos 2x ye e y x xy C+ − − = . 

 

Задача №13 
Найти общее решение уравнения Эйлера. 

Таблица №13 

1 2 8 14 0x y xy y′′ ′− + =  16 23 3 7 0x y xy y′′ ′+ + =  

2 23 0x y xy y′′ ′− + =  17 25 0x y xy y′′ ′− + =  

3 2 4 3 0x y xy y′′ ′− + =  18 2 6 5 0x y xy y′′ ′− + =  

4 25 9 3 0x y xy y′′ ′− − =  19 2 4 0x y xy y′′ ′− − =  

5 23 3 5 0x y xy y′′ ′+ + =  20 2 3 3 0x y xy y′′ ′− + =  

6 24 4 9 0x y xy y′′ ′+ − =  21 25 14 2 0x y xy y′′ ′+ − =  

7 2 2 0x y xy y′′ ′+ − =  22 25 5 7 0x y xy y′′ ′+ + =  

8 2 7 5 0x y xy y′′ ′+ + =  23 29 9 4 0x y xy y′′ ′+ + =  

9 24 3 3 0x y xy y′′ ′− + =  24 24 7 7 0x y xy y′′ ′− + =  

10 23 4 2 0x y xy y′′ ′− + =  25 2 4 0x y xy y′′ ′− − + =  

11 24 12 3 0x y xy y′′ ′− + =  26 2 7 9 0x y xy y′′ ′+ − =  
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12 29 9 4 0x y xy y′′ ′+ − =  27 27 7 9 0x y xy y′′ ′+ − =  

13 22 2 7 0x y xy y′′ ′+ + =  28 23 14 10 0x y xy y′′ ′− + =  

14 22 4 14 0x y xy y′′ ′− − =  29 23 23 7 0x y xy y′′ ′+ − =  

15 25 5 11 0x y xy y′′ ′+ + =  30 24 4 9 0x y xy y′′ ′+ + =  

 

Образец решения задачи №13 

 

Решим уравнение Эйлера второго порядка 
24 7 10 0x y xy y′′ ′+ − =  

 Перейдём к новой независимой переменной t  по формуле 
tx e= , тогда 

t t
t

dy dy dy
y e e y

dx de dt
− −′ = = = = &  

( ) ( )2

t

t
t

d e ydy
y e y y

dx de

−
−′′′ = = = −

&
&& &  

 Исходное уравнение после этой замены преобразуется в 

линейное уравнение с постоянными коэффициентами 

4 3 10 0y y y+ − =&& & . 

 Характеристическое уравнение 
24 3 10 0k k+ − = . 

имеет два корня 1 2x = −  и 2

5

4
x = . 

 Следовательно, 

( )
5

2 4
1 2

tty t C e C e−= + . 



 30

 Возвращаемся к переменной tx e=  и окончательно получаем 

( )
5 5

ln2ln 14 4
1 2 22

xx C
y t C e C e C x

x
−= + = + . 

 
Задача №14 

 
Найти общее решение линейного уравнения с постоянными 

коэффициентами. 
Таблица №14 

1 3 4 0y y y′′′ ′′− + =  16 ( ) 7 17 17 6 0IVy y y y y′′′ ′′ ′− + − + =  

2 ( ) 4 5 0IVy y y′′− − =  17 2 4 0y y y y′′′ ′′ ′− − − =  

3 ( ) 3 2 0IVy y y′′+ + =  18 7 5 35 0y y y y′′′ ′′ ′− + − =  

4 5 2 24 0y y y y′′′ ′′ ′− − − =  19 4 4 0y y y y′′′ ′′ ′− − − =  

5 ( ) 1
10 5 0

2
IVy y y y′′′ ′− + − =  20 0y y y y′′′ ′′ ′+ + + =  

6 ( ) 13 56 92 48 0IVy y y y y′′′ ′′ ′− + − + =  21 ( )2 3 0IVy y y′′+ + =  

7 9 23 15 0y y y y′′′ ′′ ′− + + =  22 ( ) 2 15 0IVy y y′′+ − =  

8 ( ) 3 7 27 18 0IVy y y y y′′′ ′′ ′− − + − =  23 7 6 0y y y′′′ ′− + =  

9 ( ) 8 15 0IVy y y′′+ + =  24 11 11 0y y y y′′′ ′′ ′− − + =  

10 3 2 6 0y y y y′′′ ′′ ′− + + =  25 ( ) 13 36 0IVy y y′′+ + =  

11 5 3 15 0y y y y′′′ ′′ ′− + − =  26 4 3 12 0y y y y′′′ ′′ ′− + + =  

12 ( ) 12 0IVy y y′′− − =  27 ( ) 7 12 0IVy y y′′− + =  
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13 5 5 0y y y y′′′ ′′ ′+ + + =  28 ( ) 2 8 18 9 0IVy y y y y′′′ ′′ ′− − + − =  

14 ( ) 3 3 2 0IVy y y y y′′′ ′′ ′− + + − =  29 2 7 14 0y y y y′′′ ′′ ′− + − =  

15 ( ) 3 2 0IVy y y′′− + =  30 6 11 6 0y y y y′′′ ′′ ′− + − =  

 

Образец решения задачи №14 

 

Рассмотрим линейное однородное уравнение с постоянными 

коэффициентами четвёртого порядка 

( ) 3 6 12 8 0IVy y y y y′′′ ′′ ′− + − + =  

 Ему соответствует характеристическое уравнение 
4 3 23 6 12 8 0k k k k− + − + = , 

которое раскладывается на множители 

( )( )( )21 2 4 0k k k− − + = . 

 Отсюда получаем корни 1 1k = , 2 2k = , 3 2k i= − , 4 2k i= . 

 В соответствие, с этим получаем общее решение заданного 

уравнения 

( ) 2
1 2 3 4cos2 sin 2x xy t C e C e C x C x= + + + . 
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Задача №15 
Решить задачу Коши для линейного уравнения второго порядка. 

 
Таблица № 15 

1 

0)0()0(

2 2

=′=
=+′+′′ −

yy

xeyyy x

 
16 

0)0()0(

)1(2 2

=′=
−=+′−′′

yy

exyyy x

 

2 

0)0(;1)0(

sin23 2

=′=
=+′−′′

yy

xxyyy
 

17 

0)0(;1)0(

cos34 2

=′=
⋅=+′−′′

yy

xxyyy
 

3 

0)0()0(

2sin)1(

=′=
+=+′+′′

yy

xxyyy
 

18 

0)0()0(

3cos222

=′=
=+′+′′

yy

xxyyy
 

4 

0)0()0(

107 5

=′=
⋅=+′+′′ −

yy

exyyy x

 
19 

0)0()0(

)1(86 4

=′=
+=+′+′′ −

yy

exyyy x

 

5 

0)0()0(

2cos33

=′=
=+′+′′

yy

xyyy
 

20 

0)0()0(

44 2

=′=
=+′+′′ −

yy

xeyyy x

 

6 

0)0()0(

44 2

=′=
=+′−′′ −

yy

eyyy x

 
21 

0)0()0(

366 6

=′=
=+′−′′

yy

eyyy x

 

7 

0)0()0(

sin45 2

=′=
=+′−′′

yy

xyyy
 

22 

0)0(;1)0(

cos45 2

=′=
=+′+′′

yy

xyyy
 

8 

2)0()0(

2sincos4

=′=
+=+′′

yy

xxxyy
 

23 

0)0(;1)0(

sin)12(9 2

=′=
+=+′′

yy

xxyy
 

9 
0)0()0(

3cos2sin56

=′=
+=+′+′′

yy

xxyyy
 24 

0)0()0(

3cos2sin49

=′=
+=+′′

yy

xxyy
 

10 

0)0()0(

497 7

=′=
=+′+′′ −

yy

eyyy x

 
25 

0)0()0(

648 8

=′=
=+′−′′

yy

eyyy x

 

11 

0)0()0(

cossin25

=′=
+=+′′

yy

xxyy
 

26 

0)0()0(

196

=′=
+=+′+′′

yy

xeyyy x

 

12 

0)0()0(

123

=′=
++=+′−′′ −

yy

xeyyy x

 
27 

0)0()0(

5322 2

=′=
++=+′+′′

yy

xxyyy
 

13 

0)0()0(

144 2

=′=
+=+′−′′

yy

eyyy x

 
28 

0)0()0(

cossin

=′=
+=+′′

yy

xxyy
 



 33

14 

1)0(0)0(

cos2sin16

=′=
+=+′′

yy

xxyy
 

29 

0)0()0(

2510 5

=′=
=+′−′′

yy

eyyy x

 

15 

0)0()0(

cos127

=′=
+=+′−′′

yy

exxyyy x

 
30 

2)1(0)1(

372

209
23

=′=
+−+=

=+′−′′

yy

xxx

yyy

 

 
Образец решения задачи №15 

 
Найдём решение задачи Коши: 

0)0()0(,cos9 2 =′=⋅=+′′ yyxxyy . 
Характеристическое уравнение имеет вид: 

036,092 <−==+ Dλ . 
В этом случае общее решение однородного уравнения 09 =+′′ yy  
представляется в виде: 

xCxCy 3sin3cos 21 += . 
Для нахождения частного решения неоднородного уравнения 
применим метод вариации произвольных постоянных. Напишем 
систему уравнений, для неизвестных функций )(),( 21 хCхC ′′ : 








+=⋅′+−⋅′

=′+′

)2cos1(
2

3cos33sin)3(

03sin3cos

21

21

x
x

xCxC

xCxC
. 

Вычисления показывают, что 

x
x

x
x

x
x

xC sin
12

5sin
12

3sin
6

)(1 −−−=′ , 

x
x

x
x

x
x

xC 5cos
12

cos
12

3cos
6

)(2 ++=′ . 

После интегрирования определяем функции )(),( 21 хCхC  

,sin
12
1

)cos(
12

5sin
300
1

5
5cos

12
3sin

54
1

3
3cos

6
)(1

xx
x

x
xx

x
xх

хC

−−−

−−






−−−






−−=
 

x
xx

xx
x

x
xx

xC 5cos
300

1

5

5sin

12
cos

12

1
sin

12
3cos

54

1

3

3sin

6
)(2 −⋅+−+−⋅= . 

Таким образом, общее решение исходного уравнения найдено: 
xxCxxCxCxCy 3sin)(3cos)(3sin3cos 2121 +++= . 
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Определяем постоянные 21,CC  из начальных условий. 
 

),0(0)0( 11 CCy +==  но 0)0(1 =C 01 =⇒ C . 
 

=′+′++
+−++−==′

=0212

121

3sin)(3cos)()3cos3)((

)3sin3)(()3cos3()3sin3(0)0(

xxxCxxCxxC

xxCxCxCy
 








 −−−⋅+⋅=⋅+⋅=
300

1

12

1

54

1
33)0(33 222 CCC  

 

675

71

2700

284

325

33552

300

1

12

1

54

1
322

2222

2 ==
⋅⋅

+⋅+⋅=++==> C  

 
Окончательно, решение задачи Коши имеет вид: 

xxCxxCxy 3sin)(3cos)(3sin
675
71

21 ++= . 
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Задача №16 
 

Построить решение задачи Коши в виде степенного ряда. 
Найти радиус сходимости ряда. 

 
Таблица №16 

1 

0)0(;1)0(

053)21( 2

=′−=
==′+′′+

yy

yyxyx
 

16 

0)0(;2)0(

074)25( 2

=′=
=+′−′′−

yy

yyxyx
 

2 

0)0(;5)0(

075)73( 2

=′=
=−′+′′−

yy

yyxyx
 

17 

0)0(;2)0(

07)15( 2

=′−=

=+′−′′+

yy

yyxyx
 

3 

0)0(;3)0(

023)612( 2

=′−=
=−′−′′+

yy

yyxyx
 

18 

0)0(;1)0(

03)1( 2

=′=
=+′−′′−

yy

yyxyx
 

4 

0)0(;1)0(

035)205( 2

=′−=
=−′−′′−

yy

yyxyx
 

19 

0)0(;3)0(

027)112( 2

=′−=
=+′−′′+

yy

yyxyx
 

5 

0)0(;1)0(

02)13( 2

=′=
=+′−′′+

yy

yyxyx
 

20 

0)0(;3)0(

052)315( 2

=′=
=+′−′′+

yy

yyxyx
 

6 

0)0(;2)0(

035)31( 2

=′=

=−′+′′−

yy

yyxyx
 

21 

0)0(;)0(

057)84( 2

=′=
=+′−′′−

yy

yyxyx

π
 

7 

0)0(;1)0(

0123)85( 2

=′=
=+′−′′−

yy

yyxyx
 
22 

0)0(;1)0(

035)312( 2

=′−=
=+′+′′−

yy

yyxyx
 

8 

0)0(;3)0(

075)32( 2

=′=
=−′−′′+

yy

yyxyx
 

23 

0)0(;2)0(

057)515( 2

=′−=
=+′−′′+

yy

yyxyx
 

9 

0)0(;10)0(

017)31( 2

=′=
=+′+′′−−

yy

yyxyx
 

24 

0)0(;2)0(

03)53( 2

=′−=
=+′−′′+−

yy

yyxyx
 

10 

0)0(;4)0(

035)73( 2

=′−=
=+′−′′+

yy

yyxyx
 

25 

0)0(;3)0(

072)1( 2

=′−=

=+′−′′−

yy

yyxyx
 

11 

0)0(;1)0(

074)32( 2

=′=
=+′+′′+

yy

yyxyx
 

26 

0)0(;2)0(

023)57( 2

=′−=
=−′+′′+

yy

yyxyx
 

12 

0)0(;3)0(

093)15( 2

=′=
=+′−′′+

yy

yyxyx
 

27 

0)0(;1)0(

04)510( 2

=′=
=−′+′′+

yy

yyxyx
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13 

0)0(;2)0(

032)34( 2

=′=
=+′−′′+

yy

yyxyx
 

28 

0)0(;2)0(

0103)12( 2

=′=
=−′+′′+−

yy

yyxyx
 

14 

0)0(;1)0(

053)17( 2

=′−=
=+′+′′+

yy

yyxyx
 

29 

0)0(;1)0(

032)43( 2

=′=
=−′−′′+

yy

yyxyx
 

15 

0)0(;1)0(

075)39( 2

=′=
=+′+′′+

yy

yyxyx
 

30 

0)0(;2)0(

08)161( 2

=′=
=−′−′′−

yy

yyxyx
 

 
Образец решения задачи №16 

 
Решим следующую задачу Коши: 

.0)0(;5)0(

037)52( 2

=′=
=+′⋅−′′+

yy

yyxyx
 

Будем искать решение этой задачи в виде степенного ряда 

∑
∞

=
=

1n

n
n xay , где 0,5 10 == аа . 

Остальные коэффициенты ряда определим после подстановки 
предполагаемого решения в уравнение. Вычисления дают: 

∑
∞

=
+ +++−++=′′+

2
232

2 ))1)(2(5)1(2(3010)52(
n

nn
n nnannaxxaayx , 

∑
∞

=
⋅⋅−−=′−

2
1 777

n

n
n xnaxayx , 

∑
∞

=
++=

2
10 3333

n

n
n xaxaay . 

Складывая написанные три равенства, получаем результат 
подстановки ряда в исходное уравнение. 

.0)430(103

))1)(2(5)392((

1320

2
2

2

=−+++

+++++−∑
∞

=
+

xaaaa

xnnanna
n

n
nn  

В силу начальных условий .0,5 10 == aa  Для определения 
неизвестных na  получаем систему уравнений 









==++++−

=−
=+

+ ...)4,3,2(0)1)(2(5)392(

0430

0103

2
2

13

20

nnnanna

aa

aa

nn

. 

Последовательно находим 
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,...0,0,0
2

3

10

3

753

02

===

−=−=

aaa

aa
 

 
Четные коэффициенты na  определяются из последнего уравнения 

,...)6,4,2(
)1)(2(5

392 2

2 =
++
+−−=+ na

nn

nn
a nn . 

Для нахождения радиуса сходимости ряда можно использовать 
формулу 

2

5

392

)1)(2(5
limlim

2
2

2 =
+−
++==

∞→+∞→ nn

nn

a

a
R

n
n

n

n
, отсюда 

2

5=R . 
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Задача №17 
Решить задачу Коши с помощью преобразования Лапласа. 

Таблица №17 
1 

0)0(,1)0(,
2

1
2

==+=

+=

yxyxy

yxx

&

&
 

16 

0)0(,2)0(

,3
4

1

3

==

+=

−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

2 

1)0()0(

,2
16

1

8

−==

+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

17 

1)0()0(

,4
2

1

3

==

+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

3 

2)0(,0)0(

,5

5

−==
+−=
+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

18 

1)0()0(

,6

6

==
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

4 

3)0(,2)0(

,4

22

=−=
+−=
+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

19 

1)0(,1)0(

,22

4

=−=
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

5 

5)0()0(

,32

5

==
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

20 

2)0(,1)0(

,5
2

1

56

=−=

+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

6 

5)0(,0)0(

,39
4

1
3

==
+=

−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

21 

2)0(,3)0(

,2

42

=−=
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

7 

5)0(,3)0(

,4

=−=
+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

22 

2)0()0(

,3

55

==
+−=
+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

8 

1)0()0(

,2
2

1

13

==

+=

−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

23 

3)0()0(

,313
2

1
2

==
+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&
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9 

2)0()0(

,5

59

==
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

24 

6)0()0(

,13
2

1
2

==
+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

10 

1)0()0(

,3

57

−==
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

25 

1)0()0(

,5

5

==
+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

11 

0)0(,3)0(

,85

4

=−=
+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

26 

5)0(,0)0(

,75

3

−==
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

12 

1)0()0(

,5

45

−==
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

27 

3)0()0(

,42

24

−==
+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

13 

2)0()0(

,74

7

−==
+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

28 

2)0()0(

,22

22

−==
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

14 

5)0()0(

,9

49

−==
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

29 

4)0()0(

,82

28

−==
+=
−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

15 

6)0()0(

,5
4

1
3

−==
+−=

+=

yx

yxy

yxx

&

&

 

30 

7)0()0(

,3
4

1

55

−==

+=

−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

 
Образец решения задачи №17 

Решим с помощью преобразования Лапласа задачу Коши: 

.1)0()0(

,3
2

1
2

1
3

−==

+=

−=

yx

yxy

yxx

&

&

 

Прежде всего, напишем линейную систему для образов: 
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1
1 3

2
1

1 3 .
2

pX X Y

pY X Y

+ = −

+ = +
 

Запишем эту систему в стандартном виде: 
1

(3 ) 1
2

1
(3 ) 1.

2

p X Y

X p Y

− − =

+ − =
 

Решаем систему по формулам Крамера: 

2

1
1

2 7
1 3 2

11 (3 )3
42

1
3

2

pp
X

pp

p

−
−−

= =
− +− −

−

, 

2

3 1

1 51
2 2

11 (3 )3
42

1
3

2

p

p
Y

pp

p

−

−
= =

− +− −

−

. 

Функции YX ,  имеют простые полюсы 3 / 2p i= ± . 
Искомое решение получаем по формулам обращения: 

1
( ) ( )

2

a i
pt

a i

x t X p e dp
iπ

+ ∞

− ∞

= ∫ , 

1
( ) ( )

2

a i
pt

a i

y t Y p e dp
iπ

+ ∞

− ∞

= ∫ , где 3>a . 

Написанные интегралы без труда вычисляются с помощью теоремы 
о вычетах. Проведём соответствующие вычисления: 
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(3 / 2) (3 / 2)

3 2 2

3

1 (7 / 2 )
( )

2 ( 3 / 2)( 3 / 2)

7 / 2 3 / 2 7 / 2 3 / 2

( 1/ 2 / 2) ( 1/ 2 / 2)

3
2 cos .

4 2

a i pt

a i

i t i t

i i
t tt

t

p e dp
x t

i p i p i

i i
e e

i i

e i e i e

t
e

π

π

+ ∞

− ∞

+ −

−

−= =
− − − +

− − − += + =
−

 
= − − + − + = 

 

 = − 
 

∫

 

(3 / 2) (3 / 2)

3 2 2

3

1 (5/ 2 )
( )

2 ( 3 / 2)( 3 / 2)

1/ 2 / 2 1/ 2 / 2

( 1/ 2 / 2) ( 1/ 2 / 2)

3
2 cos .

4 2

a i pt

a i

i t i t

i i
t tt

t

p e dp
y t

i p i p i

i i
e e

i i

e i e i e

t
e

π

π

+ ∞

− ∞

+ −

−

−= =
− − − +

− − − += + =
−

 
= − + + − − = 

 

 = + 
 

∫
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Задача №18 
Исследовать на устойчивость системы ОДУ 

1 4 , 2 .
dx dy

x y
dt dt

= − = −  16 9 , .
dx dy

x y x y
dt dt

= − − = − +  

2 8 , 8 .
dx dy

y x
dt dt

= − =  17 9 , .
dx dy

x y x y
dt dt

= − − = +  

3 10 , 10 .
dx dy

x y
dt dt

= =  18 5 , 3 .
dx dy

x x y
dt dt

= − = −  

4 8 2, 2 2 .
dx dy

x x y
dt dt

= + = +  19 10 , .
dx dy

y y
dt dt

= = −  

5 , 3 .
dx dy

x y
dt dt

= =  20 4 4 , 5 5 .
dx dy

x y x y
dt dt

= + = −  

6 9 6 , 3 12 .
dx dy

x y y
dt dt

= − + = −  21 , .
dx dy

x y
dt dt

= − = −  

7 4 8 , 4 4 .
dx dy

y x y
dt dt

= − + = +  22 9 , 2 .
dx dy

y x y
dt dt

= = −  

8 15 10 , 5 20 .
dx dy

x y y
dt dt

= − + = −  23 4 , 4 .
dx dy

x y x y
dt dt

= + = −  

9 6 12 , .
dx dy

x y x y
dt dt

= − + = +  24 20 5 , 4 .
dx dy

x y x y
dt dt

= − = −  

10 10 , .
dx dy

x y x y
dt dt

= − − = −  25 , 5 .
dx dy

x y x y
dt dt

= − = +  

11 8 , .
dx dy

x y x y
dt dt

= − = −  26 , 7 .
dx dy

x x y
dt dt

= = −  

12 9 , .
dx dy

x y x y
dt dt

= − − = +  27 2 11 , .
dx dy

x y x y
dt dt

= − − = −  

13 .33,22 yx
dt

dy
yx

dt

dx −=−−=  28 5 2 , .
dx dy

x y x y
dt dt

= − = − −  

14 , 4 4 .
dx dy

x y x y
dt dt

= + = +  29 4 22 , .
dx dy

x y x y
dt dt

= − − = −  

15 , 5 25 .
dx dy

y x y
dt dt

= = − −  30 2 , 2 .
dx dy

y x y
dt dt

= − = +  

 
Образец решения задачи №18 

 
 Исследуем на устойчивость систему 

2

3 4

x x y

y x y

= +
= +

&

&
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Найдём корни характеристического уравнения 

22 1
6 5 0

3 4

λ
λ λ

λ
−

= − + =
−

 

 Отсюда 1 21, 5λ λ= = . 

 Корни вещественные, различные и положительные. Точка 

покоя – неустойчивый узел. 


